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2 Skupovi brojeva

2.1 Skup prirodnih brojeva
Skup N prirodnih brojeva ¢ine brojevi 1,2,3,... Nad skupom prirodnih bro-

prirodan broj. Za dva prirodna broja m,n € N vazi
m+neN m-neN

Ovo znaci da je skup N zatvoren u odnosu na operacije sabiranja i mnozenja.
Za tri broja m,n,k € N vazi

e (m+n)+k=m+ (n+ k) - asocijativnost sabiranja

e m + n =n+ m - komutativnost sabiranja

(m-n)-k=m-(n-k) - asocijativnost mnozenja
e m-n =n-m - komutativnost mnozenja

e n-1=1-n=n - postoji neutralni element za mnozenje

k-(m+mn)==Fk-m+k-n - distributivhost mnozenja u odnosu na
sabiranje

Skup prirodnih brojeva moze se uvesti i aksiomatski, na osnovu Peanovih
aksioma, a polazeéi od pojmova broj 1 i sledbenik n' broja n:

1. Broj 1 € N.

2. Za svako n € N postoji sledbenik n’ € N koji sledi za njim.
3. Broj jedan nije sledbenik nijednog prirodnog broja.

4. Zasvakom,n € Nvazim=n<m' =n'.

5. Ako je Ny C N i ako N; zadovoljava aksiome 11 2, onda je Ny = N
(aksioma indukcije).



2.1 Skup prirodnih brojeva 19

2.1.1 Princip matematicke indukcije
Neka je I (otvoreni) iskaz koji zavisi od prirodnog broja n. Ako je ispunjeno:
1. iskaz je tacan za prirodan broj 1,

2. iz pretpostavke da je iskaz tacan za neki prirodan broj k, sledi da je
iskaz tacan i za prirodan broj k + 1,

tada je iskaz [ tacan za svaki prirodan broj.

Princip matematicke indukcije sledi iz aksiome indukcije. Ako je N; skup
svih prirodnih brojeva za koje vazi iskaz I, tada prema uslovu 1 sledi 1 € Ny,
a prema uslovu 2 sledi k € Ny = k+ 1 € N; §to znaci da N; zadovoljava
Peanove aksiome 11 2, pa je Ny = N.

Primer 18 Dokazati pomocu principa matematicke indukcije da za svako
n € N vazi
a) P+ 22+ 3+ .. +nd=in’(n+ 1)

b)n! >2nt
a)

n=1

1P =1(1+1)?
n==%k

1P +23 435+ k= 1k (k+ 1)

n=k+1

P+ 43+ 4+ (k+1)% =1+ 1)+ (k+1)3
:i(k:+1)(k2+4(k+1)) (k+)(k2+4k+4)
2((k +

120+ 22 = 1+ 102k + 1) + 1

n==k+1
(k+1)! = (k+ )k'>(k’+1)2’“ !
Z22k1 ok — 2k+1)
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2.2 Skup celih brojeva

Skup D celih brojeva ¢ine brojevi 0,1, —1,2,—2,3, -3, .... Izmedu skupova
N i D vazi relacija inkluzije N C D. Skup D je, kao i skup NV, zatvoren u
odnosu na operacije sabiranja i mnozenja, koje zadovoljavaju sve osobine kao
i u skupu N. U skupu celih brojeva sabiranje zadovoljava i slede¢e dodatne
osobine:

e £+ 0 =0+ k =k - postoji neutralni element za sabiranje

e Vk € D dk*, takvo da je k + k* = 0 - za svaki element k£ skupa celih
brojeva postoji njemu inverzni element £* = —k u odnosu na sabiranje.

2.3 Skup racionalnih brojeva

Skup racionalnih brojeva ¢ine razlomci £, pri ¢emu vazi p,q € D, pi g su

uzajamno prosti (nemaju ni jedan zajedr(iiéki faktor razlicit od 1) i ¢ # 0.
Izmedu skupova N,D i () vazi relacija inkluzije N C D C ). Skup Q je

zatvoren u odnosu na operacije sabiranja i mnozenja, koje zadovoljavaju sve

osobine kao i u skupu D. U skupu racionalnih brojeva mnozenje zadovoljava

1 sledeé¢u dodatnu osobinu:

o V(r e QAx#0)Jz* takvo da je x - x* = 1 - za svaki element x skupa
racionalnih brojeva razli¢it od 0 postoji njemu inverzni element x* = %

u odnosu na mnozenje.

2.4 Skup realnih brojeva

Skup realnih brojeva R predstavlja uniju skupa racionalnih brojeva i ira-
cionalnih brojeva (1), koji mogu biti algebarski i transcedentni. Dakle, R =
QU I, pri cemu je Q NI = (.

Iracionalni brojevi su algebarski ako se mogu dobiti kao koren (nula) poli-
noma Ciji su koeficijenti racionalni, odnosno kao resenje algebarske jednacine:

" Far" . Ha, =0 a; €Q
Primer 19 Kako je:
2 —2=0
22 =2

sledi da je x = /2 algebarski iracionalan broj.
Pokazimo da je \/2 zaista iracionalan broj. Pretpostavimo suprotno, da
je V2 racionalan broj, §to znaci da ga je mogule izraziti kao kolicnik dva
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uzajamno prosta cela broja p i q: /2 = E=p= V2q = p? = 2¢*. Odavde
je o¢igledno da je p? deljivo sa 2, odnosno da je p* paran broj. No, ako je p>
paran broj onda je i p paran broj, odnosno broj deljiv sa 2. Sledi da je onda
p? deljivo sa 4. Kako je p* = 2q¢%, sledi da je i 2¢° deljivo sa 4, odnosno da
je ¢* deljivo sa 2. Stoga i ¢ mora biti deljivo sa 2. Prema tome i p i q su
deljivi sa 2 1 stoga nisu uzajamno prosti, Sto je u kontradikciji sa polaznim
pretpostavkama. Iz ovoga sledi da /2 nije racionalan broj, jer ga nije moguée
wzrazitt kao kolicnik dva uzajammno prosta cela broja p i q.

Iracionalni brojevi su transcedentni ako nisu koreni polinoma ¢iji su ko-
eficijenti racionalni, kao Sto je npr. broj m koji predstavlja odnos izmedu
obima kruga i njegovog precnika.

_9
S 2r
Skup realnih brojeva, u kome vazi relacija poretka (<) zadovoljava Dedekin-

dovu akstomu neprekidnosti:
Akoje ACRiIiBCRIi

™

1. AUB=R
2. ADANB#0
3. (Va,y)(r e ANy € B=x<y)

onda postoji ili max A ili min B.

Kao posledica ove aksiome svaki podskup skupa R koji je ogranicen
odozgo ima sup a svaki podskup koji je ogranicen odozdo ima inf.

Brojna osa (prava) je prava sa fiksiranim tackama O i L, takvim da tacki
O odgovara realni broj 0, a tacki L realni broj 1. Na ovaj nac¢in uspostavlja
se obostrano jednoznac¢no preslikavanje izmedu skupa realnih brojeva i skupa
tacka na brojnoj osi. Duz OL je jedinica mere.

Otvoreni interval (a,b) ¢ini skup svih realnih brojeva x takvih da je a <
x <b.

Poluotvoreni interval |a,b) odnosno (a,b] ¢ini skup svih realnih brojeva
x tavih da je

la,b) = {z]a < x < b}

(a,b] = {z]a < x < b}

Zatvoreni interval |a,b] ¢ini skup svih realnih brojeva x takvih da je
a<z<hb.
Apsolutna vrednost realnog broja a se oznacava sa |al, a definise sa
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—a a<0
Vazi da je
o |a-bf =af - [b]
o [4]=1 (b#0)

2.5 Skup kompleksnih brojeva

Jednaéina 22 = —1 nema reSenja u skupu realnih brojeva. Medutim, ako se
b

uvede imaginarna jedinica i takva da je 2 = —1 onda se skup realnih brojeva
moze proSiriti na skup kompleksnih brojeva ¢iji su elementi z = x + iy, gde
su x i y realni brojevi, odnosno:

C ={z+iylz,y € R}

Realni deo kompleksnog broja z = x + iy je © = Re z, a imaginarni deo
jey=1Im z. Za y =0, z = x predstavlja realan broj, a za x = 0, z = 1y je
¢isto imaginaran broj. Ako je z; = x1 + iy, a 29 = T9 + Yo, onda je

21 =22 1 =T2 NY1 = Y2
Nad skupom kompleksnih brojeva definisane su slede¢e operacije:
o 2+ 2z = (v1 +x2) +i(y1 +y2)
® 2 — 2= (11 —x2) +i(y1 — 1)

o 2129 = (L1202 — Y1y2) + i(x1Y2 + T2Un)

z T1T2+ - T —T
21 . T1%2 y;yg + 3 2Y1—T1Y2

[ ]
2 w343 w3 +y3

N

Za svaki kompleksan broj z = x 41y postoji njemu konjugovano komplek-
san broj Z = x —1y. Vazi

Z+Z I z—7Z
m z =
2 21

2

Re z = z-Z=2"+y

Kompleksni brojevi se mogu predstaviti u kompleksnoj (Gausovoj) ravni
gde je x osa realna, a y osa imaginarna. Izmedu skupa kompleksnih brojeva i
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skupa tacaka u Gausovoj ravni postoji obostrano jednoznacno preslikavanje.
Svaka tacka u ravni jednoznacno je odredena radijus vektorom koji spaja tu
tacku sa koordinatnim pocetkom: duzinom p vektora i uglom ¢ koji vek-
tor zaklapa sa x osom, pri cemu se obi¢no uzima vrednost ugla u intervalu

¢ € (—m, 7.
Tako se i kompleksan broj moze predstaviti preko p i ¢ u trigonometri-
jskom obliku:

z = p(cos ¢ + isin @)

jer je x = pcos¢p iy = psing. p je moduo (apsolutna vrednost) broja z i

jednak je
2l =p=ya2+y? [2)*=z2-2

¢ je argument kompleksnog broja i jednak je

5 r=0,y2>0
. =0,y <0
¢ =1 arctg? x>0
arctg? +m xr<0,y>0
arctg? — r<0,y<0

2.5.1 Operacije sa kompleksnim brojevima u trigonometrijskom
obliku

Za kompleksne brojeve u trigonometrijskom obliku operacije mnozenja i del-
jenja date su sa:

2129 = p1p2(cos(¢y + ¢a) + isin(¢r + ¢2))

z .
Rt &(COS(¢1 — ¢9) + isin(¢r — ¢2))

Z2 P2
Stepenovanje i korenovanje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku

dato je formulama:

2" = p"(cosng + isinng)
2k . o+ 2km
in ———

2= W(COSL—FZS
n

Formule za 2™ i {/z nazivaju se prvom i drugom Moavrovom formulom.
Iz druge Moavrove formule vidi se da je broj razlicitih n-tih korena svakog
komplesnog broja tacno n.

),k=0,1,2,..,n—1
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Dokaz 1 Dokazimo najpre formulu za proizvod dva kompleksna broja u trigonometri-
jskom obliku z; = p1(cos ¢y + isingy) i zo = pa(cos Py + isin ¢g):

Z129 = p1<COS ¢1 + 72 sin ¢1) . pQ(COS 9252 + i sin ¢2) =

P1P2]COS P1 €OS Py — Sin Py sin Py + (oS Py sin Py + sin ¢y cos ¢o)] =
p1p2(cos(d1 + d2) + isin(dr + d2))

Dokaz 2 Dokazimo sada formulu za kolicnik dva kompleksna broja u trigonometri-
jskom obliku:

21 pi(cos@y +isingy)

z  pa(cosd2 +ising2)

p1 (cos @1 + isin ¢y)(cos g — isin ¢p)
P2 cos? ¢y + sin? ¢y

ﬁl(cos 1 COS ¢g + Sin Py Sin Py + i(sin Py cos Py — oS ¢y sin ¢g)) =
2

PL(cos(dr — ) + i sin(pr — ¢o))

P2
Dokaz 3 Prvu Moavrovu formulu

n

2" = p"(cosng + isinng)

dokazacemo pomocu matematicke indukcije. Formula ocigledno vazi za n =
1:
n=1: z'=p'(cosl-¢+isinl-e)

Pretpostavicemo sada da vazi zan = k:
n==Fk: 2"=pF(cosk-¢+isink-¢)
U tom slucaju je za:
n=k+1: 2" =z.2"=p(cosp+ising)p*(cosk ¢ +isink-¢)

= " (cos ¢ cos k¢ + isin ¢ cos k¢ + i cos ¢ sin k¢ + i% sin ¢ sin ko)
= p"*!{(cos ¢ cos ke — sin ¢ sin k¢) + i(sin ¢ cos k¢ + cos ¢ sin ke)]
= pF(cos(¢ + ko) + isin(¢ + k¢))
= p*(cos(k + 1)¢ + isin(k + 1))
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Dokaz 4 Dokaz druge Moavrove formule
2 2
n n
je nagslozeniji. Pretpostavimo da je: /z = & gde je & = r(cosf + isinf),

odnosno:

Ve=¢(o =2

Sledi, dalje:
/z = r(cosf +isinf)

z = r"(cosnb + isinnf)
p(cos @ + isin @) = r"(cosnd + isinnd)
p=1r" A cosp=cosnf A sin¢ = sinnf
Odavde je sada:
r=3/p A cosnfl —cosp =0 A sinnf —sing =0

Primenom formula za razliku kosinusa odnosno razliku sinusa iz cosnf —
cos¢p =0 A sinnf —sin¢ = 0 se potom dobija:

0— 0 0 — 0
L R L N Ok L e
2 2 2 2
Posto sin @ 1 COS @ ne mogu istovremeno biti jednaki nuli, mora da vazi
nf — ¢
. _ 0
sin —
ng —
=k
5 T
nf — ¢ = 2kmw
nd = ¢ + 2km
0_ ¢+ 2k
n
(a) Pokazimo sada da se za svako k = 0,1,2,...,n — 1 dobija razlicit

koren. Ako su 0 <k; <n—114i0<ky<n—1, onda je za ky # ko

¢+ 2k O+ 2kym
in ———

2k 2k
71 = {/p(cos M—H’ sin M) # 29 = {/p(cos ————+is
n n n n

)
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Ako pretpostavimo suprotno ki # ko 1 21 = 2z, sledi

¢+2k‘17f .. q§—|—2/{17r q§—|—2k27r .. ¢+2]€27T
S — + 181N — S — + 181 —

) = ¢/plco )

n n n n
pa je
¢+ 2k ¢+ kom . O+ 2kT O+ 2kom
COS —————— = COS A sin ——— =sin ————
n n n n
odnosno

¢+ 2]{717'(' . ¢+ 2]{3271'

= 2km
n n
¢+ 2k — ¢ — 2kom = 2nkm
]{?1 — kQ = nk
kl =nk + k?g

Sto je u suprotnosti sa polaznim pretpostavkama ki # ko, 0 < ky <n—11
0 < ks <n—1jerjeilik =0 sto povlaci ky = ky ilijek #0 1ky > nVk; <O0.

(b) Konacno, pokazimo da k <0 i k > n ne daje nove korene. Naime, za
svako k < 0 1k >n mozZe se naci 0 < ky < n—1 takvo da je k = k1 +n - k*.
Odavde je:

2 2 * 2 2
n n n n
O+ 2k . &+ 2(ky + nk*)m O+ 2k
SIl ——— = S1n =S —
n n n

pa sledi da su koreni za k i ki isti.

Svi koreni kompleksnog broja z imaju isti radijus vektor Sto znaci da se
u Gausovoj ravni svi nalaze na krugu sa centrom u koordinatnom pocetku.
Argumenti im se razlikuju za isti ugao: %’r, tako da tacke u kompleksnoj
ravni koje predstavljaju korene broja z ¢ine temena pravilnog mnogougla.

Primer 20 Izracunajmo v/1.

1 = (cos0+isin0)

0+2kmr .. 04 2km
+128In

V1 = 1(cos ) k=0,1,2,3
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k=0: 2z =cosO+1isin0=1

k=1: zlzcosg—l—z’sing:i
k=2: 2z =cosm+isinmt=—1

‘ 3m .. 3w ,
k=3: zlzcosj—i-zsm?:—z

Primer 21

1. (3+2i)(i+3)+(2—i)(i+1) =3 +2°4+9+6i+21 —i>4+2—i=
i24+10i +11 =10+ 10:
9 itl _ (144)(144) _ 142+i2 _ 24

Cie1l T (o) 12 o2 ¢

3. Naci moduo i argument sledec¢ih kompleksnih brojeva:

(a) 1 =—1 pr=1¢=—F
(b)) =3 pr=3¢ =73
(¢c) z3=5 p3=5¢3=0
(d) z4=—=5 py=5¢,=m
() zs=1+i ps=v2¢5=arctgl =7
z5 = V2(cos T +isinT)
(f) 26 =1—i ps=+2¢s=arctg(—1) =—-=
2g = ﬁ(cos(—%) +isin(—7)) = ﬂ(cos% —isin )

(9) z7r=—1+1i =V2 ¢r=arctg(—1)+1=-T+7 =2
27 = V/2(cos 3T —i— isin 2T)
(h) 2g=—1—1 \/_¢8—a7"ctg1—7r_§—7r_—%”

23 = \/§(cos( ) + zsm(—%’r)) = \/5003(%’r — 4sin ?jf)

4. (1+ i)lo [V2(cos T +isin T)]' = (v/2)!0(cos 19% + i sin 107) =
2%(cos 2 + isin %) = 32(cos I +isin 7) = 32i

5. 3/1 +q= \?/\/i(cosz + ZSlng) = \?/E(COS %—i_g?kﬂ— + 7 sin %-i—;k‘ﬂ)

k=0,1,2
2 = \75((:03?—2 + ¢ sin %)
97 97 3 3
29 = \6/5(003 B + 4 sin E) w(cosz + ¢ sin Zﬁ)

177 17 —5m 5 5) 5)
25 = V/2(cos — D +isin 1;) V/2(cos ﬁ+zsm 1;) = V/2(cos Tg—i sin %)




